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CAPITOLUL 1. ECUATII EXPONENTIALE
SI LOGARITMICE NONSTANDARD

Notiunile ,,problema standard” si ,,probleméa nonstandard” sunt relative. Orice pro-
blema a cirei rezolvare nu este cunoscutd, poate reprezenta, la un moment dat, o
problemi nonstandard.

Vom numi problema nonstandard o problemd a cérei rezolvare nu se bazeazid pe
un algoritm cunoscut. Prin urmare, nu existd metode generale de rezolvare a acestor
probleme. Vom indica céiteva directii de abordare. Tehnicile utilizate apeleazi la: stu-
diul monotoniei, studiul convexititii unor functii, inegalitati clasice etc.

UTILIZAREA MONOTONIEI UNOR FUNCTII

1.1. Propozitie. Daci functia f este strict monotond pe intervalul 7 din R, iar c este
o constanti reald, atunci ecuatia f{x) = c are pe intervalul / cel mult o solutie.

Demonstratie: Fie f o functie strict crescitoare. Presupunem ci ecuatia f{x) = c are pe

intervalul 7 cel putin doud solutii diferite x,,x,. Fie x, <x,. Deoarece pe intervalul /

feste strict crescatoare rezultd f(x,)< f(x,). Contradictie cu f(x)=f(x,)=c.
Analog, daci feste functie strict descrescitoare.

1.2. Propozitie. Daca functiile f'si g sunt monotone pe intervalul 7, de monotonii
diferite, cel putin una dintre ele fiind strict monoton3, atunci ecuatia f(x)=g(x) are
cel mult o solutie pe intervalul /.

Demonstratie: Fie f strict crescatoare, iar g descrescitoare pe intervalul /. Presu-
punem ci existd cel putin doud solutii diferite x,,x,, din intervalul /, ale ecuatiei
f(x)=g(x). Fie x, < x,. Din f'strict crescatoare rezultd f'(x,)< f(x,).
Dar: f(x)=g(x)=g(x,)=f(x,), deci contradictie.

Amintim, fird demonstratie, alte cateva rezultate cunoscute din teoria functiilor.

1.3. Propozitie. Fie f, g:AcR—> R

a) Daci fsi g sunt functii strict crescdtoare (descrescétoare) pe 4, atunci f+g
este o functie strict crescitoare (descrescitoare) pe A.

b) Dacd f, g:4—>(0, ) sunt functii strict crescatoare (descrescatoare) pe 4,
atunci f - g este o functie strict crescitoare (descrescétoare) pe A.

1.4. Propozitie. Fie f:A— B, g:B—>C.

a) Daca fsi g sunt functii strict crescitoare, atunci go f este o functie strict cres-
catoare.

b) Daci fsi g sunt functii strict descrescitoare, atunci go f este o functie strict
crescétoare.
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¢) Daca f'si g sunt functii strict monotone, dar de monotonii diferite, atunci go f

este o functie strict descrescétoare.
Vom exemplifica cele spuse mai sus, rezolvand urmitoarele ecuatii:

1.5. Exemplu. Rezolvati ecuatia: 10" +11* +12" =13* + 14",
O.J.,, Arad, 1993

Solutie: impirtim ambii membri cu 13*. Ecuatia devine:
(10)" 1L ssfd 14)‘
— |+ = +|=]| =1+|—|.
13 13 13 13

Functia /:R-R, f(x)= D het | El e a ) st descrescitoare, iar functia
; T8 ek ask AR

g:Ro>R, g(x)=1+ (%) este strict crescitoare. Atunci ecuatia f(x)=g(x) are

cel mult o solutie. Cum x =2 verifici ecuatia, deducem cé aceasta este unica.

1 1
1.6. Exemplu. Rezolvati ecuatia: 4 ~* +9 =275

1 1
X+— X+— .. :
Solutie: Pentru x<0,4 *+9 *<2, deci ecuatia nu are solutii. Fie x>0. Con-
1

sideram functia f,:(0,:0) >R, fa(x)=aﬂ;, a>1. Awnci f,=goh, unde h:(0, «)—>

—[2, »), h(x)=x+%, iar g:[2,0) >R, g(x)=a". Se constatd ci & este functie

strict descrescatoare pe (0, 1] si strict crescitoare pe [1, ®), iar g este functie strict
crescatoare. Din Propozitia 1.4. deducem ca functia f, este strict descrescétoare pe
(0, 1] si strict crescatoare pe [l, ). Din Propozitia 1.3. deducem ci functia

1 1
F:(0,0) >R, F(x)=4 *+9 *=f,(x)+f,(x) este strict descrescatoare pe (0, 1]

si strict crescatoare pe [1, ). In concluzie ecuatia F(x)=275 are cel mult cite o

solufie pe intervalele (0, 1], respectiv [l, «). Se verifici ca x=—;—e(0, 1] si
x=2€ [1, oo) sunt solutii. Prin urmare solutiile ecuatiei date sunt x =% Sizx=1

1.7. Exemplu. Fie a € (0, «).
a) Studiati monotonia functiei £, :[0, ) — [0, ), £, (x)=(1+ a) e

b) Pentru a € (0, ), fixat, rezolvati in [0, ), ecuatia:
X 2x
(a+1)x -a* =1+3-(a3 +a7].
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Solutie: a) Pentru ae (0, l), functia g(x) = (1 + a)x este strict crescatoare pe [O, oo),
iar functia 4 (x)=—a" este strict crescitoare pe [0, ).
Atunci f, = g +h este strict crescétoare pe [0, oo).

Pentru a=1, f| (x) =2% —1, care este functie strict crescétoare.
1 X

Pentru a€(1, ) avem f, (3]=d (1 + _) A
a

W . g ; 3 S
Din 14+—>1, rezulti ca functia g, (x) = (l +—j —1 este strict crescatoare §i pozitiva
a a

pe [O, oo). Cum si functia hl(x)=a" este strict crescitoare §i pozitivd pe [O, oo),
rezulti ci si functia f, = g, - i este strict crescatoare pe [O, oo).
in concluzie, functia f, este strict crescitoare pe [O, oo).

X

X 3 y :
b) Ecuatia se scrie ((1 + a)5] = [-1 +a? ] ,x€[0,).

De aici obtinem: (1+ a)§ =1+a® & f, (g) =1 L)

Functia f, fiind injectiva pe [0, oo), rezultd ci unica solutie a ecuatiei date este
x=3,

METODA CONSTANTEI SEPARATOARE

Metoda constantei separatoare sau metoda minimaximului se bazeaza in principal
pe evaluarea ambilor membri ai ecuatiei.
Fie dati ecuatia f(x)=g(x), xeI cR. Sa admitem ci se cunoaste cd f (x)<a,

iar g(x)=a, pentruorice x€/, unde a€R este o constantd. Este evident ca ecuatia

(x)=0

, xel este com-

dati are solutii daci si numai dacd sistemul de ecuatii { ( )
g(x)=a

patibil.
Evident partea dificild o reprezintd determinarea constantei o.. Nu sunt reguli ge-

nerale. In principiu se utilizeaza proprietatile functiilor fsi g. Urmitoarele exemple
sunt ilustrative in acest sens:

1.8. Exemplu. Rezolvati ecuatia: 2cos’ x_6+x =027,
2
Solutie: Avem inegalitatile: 2cos? 6 Tl s si2*+27>22,VxeR.
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