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CAPTTOLUL 1. ECUATil EXPONENTTALE

$r LocARrTMrcE NONSTANDARD

Notiunile ,,probleml standard" gi ,,problemd nonstandard" sunt relative. Orice pro-
blemi a clrei rezolvare nu este cunoscuti, poate reprezenta, la un moment dat, o
problemd nonstandard.

Vom numi problemi nonstandard o probleml a cSrei rezolvare nu se bazeazd pe
un algoritm cunoscut. Prin urmare, nu existi metode generale de rezolvare a acestor
probleme. Vom indica c6teva direc(ii de abordare. Tehnicile utilizate apeleazd la: stu-
diul monotoniei, studiul convexitIlii unor functii, inegalit[1i clasice etc.

Urruzlnm MoNoroNtEt uNoR FUNcTt!

1.1. Propozilie. Dac[ funcfia/este strict monotonl pe intervalul ldin IR, iar c este

o constantii real6, atunci ecuatiafx) : c are pe intervalul 1 cel mult o solufie.

Demonstralie.' Fie/o functie strict crescitoare. Presupunem cI ecuafiafix) = c are pe

intervalul lcel pufin doud solufii diferite x,xr. Fie \lxz.Deoarece pe intervalul.I

/este strict crescdtoare rezultd f (x,)<f(xr). Contradiclie cu /(a) = f (xr)=c.
Analog, dacS/este funcfie strict descrescltoare.

1.2. Propozifie. Dac6 func{iile/gi g sunt monotone pe intervalul 1, de monotonii

diferite, cel putin una dintre ele fiind strict monotonS, atunci ecuafia .f (*)=S(x) are

cel mult o solufie pe intervalul.L

Demonstralie: Fie f strict crescltoare, iar g descrescdtoare pe intervalul 1. Presu-

punem ci exist[ cel pu]in doui solulii diferite x*x, din intervalul I, ale ecua{iei

f (x) = s (x). nie xr 1 xz. Din/strict cresc[toare rezultd f (*,) . f (*r).
Dar: /(a ) = g (r, ) = s (r, ) = f (*r), deci contradicfie.

Amintim, fErI demonstrafie, alte cdteva rezvltate cunoscute din teoria funcfiilor.

1.3. Propozifie. Fie f, g : Ac IR + IR.

a) Dac6/qi g sunt funcfii strict crescdtoare (descresc[toare) pe A, atunci f + g
este o func{ie shict crescltoare (descrescltoare) pe A.

b) Daci f , giA-+(0, .o) sunt funclii strict crescdtoare (descrescltoare) pel,
atunci f . g este o funcfie strict crescitoare (descrescitoare) pe l.

1.4. Propozi{ie. Fie f : A -> B, g : B -+ C.

a) Dac[ /gi g sunt functii strict crescitoare, atunci g o / este o funcfie strict cres-

c6toare.
b) Dacn/qi g sunt funcfii strict descrescitoare, atunci g";f este o funcfie strict

cresctrtoare.

Matematici de excelenti. Clasa a X-a I I l



c) Dac[/qi g sunt func{ii strict monotone, dar de monotonii diferite, atunci go;f
este o functie strict descrescdtoare.

Vom exemplifica cele spuse mai sus, rezolvdnd urm[toarele ecuafii:

1.5. Exemplu. Rezolvafi ecuafia: 10' + I l' +12* = 13' + 14'.
O.J., Arad, 1993

Solulie:imp[4im ambii membri cu l3'. Ecuafia devine:

flg)' *fll)' * (..!2)' 
= r * []1')'.

[13/ [13/ \13/ [13l

Func{ia /:tR +tR,/(,)=(]|).(]Jl.(13) este strict descrescrtoare, iar tuncfia

g:lR+re,s(r)=r*[*)' este strict crescitoare. Atunci ecualia f (r)=s(x) are
( l3l

cel mult o solufie. Cum x = 2 verificl ecuafia, deducem cd aceasta este unic6.

1.6. Exemplu. Rezolvafi ecuafia: 4'*1 *9'*] =275.

Solulie: Pentru x<0,4'*!*9'**. 2, deci ecua{ia nu are solufii. Fie x>0. Con-

sider[mfunctia /:(O,o)+R, f(x) =ii,a>1. Atunci fo=goh,unde ft:(Qo)-+

-+[2, *), h(*)=**:, iar g:[Z,o)-+m, g(r)=a'. Se constatd ci ft este funcfie

strict descrescdtoare pe (0, 1] li strict crescltoare pe [], oo), iar g este func{ie strict

crescitoare. Din Propozilia 1.4. deducem c[ func{ia fo este strict descresc[toare pe

(0, t] gi strict crescltoare pe [t, *). Din Propozilia 1.3. deducem cd func{ia

.F:(0,rc)-+R,F'(r) =4'**9"*i =fo(*)*,f (x) estestrictdescrescltoarepe (0, t]
gi strict cresc[toare p. [t, "o). in concluzie ecuafia .F'(x)=275 are cel mult cdte o

solufie pe intervalele (0, t], respectiv [t, *). Se verific[ cL=1.(0, t] 9i

x =Ze[t, *) sunt solufii. Prin urmare solufiile ecuafiei date sunt v =1 qi r = 2.
2',

1.7. Exemptu. Fie a e (0, *).
a) Studiali monotonia tunc{iei .f. ,f0,*) -+ [0, *), .f,(r) = (t + a)' - a' .

b) Pentru a e(O,o), fixat, rezolva{i in [0, o), ecuafia:

( l 2*\
(a+l)' -a' =l+3.1st +a3 l.tl
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Soluyie: a) Pentru ae(0, l), func1ia g(r)=(t+a)' este strict crescitoare pe [0,0o),

iar functia h(t) =-a' este strict crescdtoare pe [0, *).
Atunci fo = g + ft este strict crescdtoare pe [0, *).
Pentru a =1, .fi(t):Z' - 1, care este funcfie strict crescStoare.

pentru ae(t,oo) avem ,f,(*)=r'[(r.*l -t]

Din l+1>1, rezultlc[funclia g,(r)=[f *1)'-l estestrictcrescdtoareqipozitivd
o -"'\ a)

p" [0,0o). Cum qi funcfia h@)=c' este strict cresc6toare gi pozitivd pe [0,*),
rezulti,cd gi funcfia .fo = gt.ft este strict crescdtoare pe [0, *).

in concluzie, funcfia fo este strict cresc[toare pe [0, *).

b) Ecuafia se scrie [1, * r1i]' = [, * ril', x e [0, 
oo).

\/\./

De aici oblinem: (r + a)i =r* o1* , (;) = f,(r).

Func{ia f, fiind injectivl p" [0, oo), rezulti cI unica solu{ie a ecuafiei date este

x=3.

MTTOOI CONSTANTEI SEPARATOARE

Metoda constantei separatoare sau metoda minimaximului se bazeazl in principal
pe evaluarea ambilor membri ai ecua{iei.

Fie dat[ ecuafia "f (x)= S(x), xe 1 c IR. S[ admitem cd se cunoagte ci /(x)<o,
iar g(x) > o,, pentru orice x e 1, unde o e IR este o constanti. Este evident cd ecuafia

dat[ are solufii dacl 9i numai dacl sistemul de ecualtt {'l']=o, rel este com-' 
[s(x)=c

patibil.
Evident partea dificili o reprezintd determinarea constantei a. Nu sunt reguli ge-

nerale. in principiu se utilizeazd proprietSlile func{iilor / gi g. Urm[toarele exemple

sunt ilustrative in acest sens:

1.8. Exemplu. Rezolvafi ecuafia: 2"or'" ! 
* 

=2' +2-*.
6

soluyie:Avem inegalitalile: 2cos2 t:"32 si 2* +2-' >2, vxe IR.,6
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